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Préambule

Le contexte naturel pour parler de familles sommables est celui induit par la structure de groupe
topologique. 11 suffit en effet d’'une addition (la loi de composition interne du groupe) et d’une
topologie pour "additionner des objets en quantité quelconque, éventuellement infinie". Dans
la tres grande majorité des situations concrétes, les objets considérés sont des éléments d’un
espace vectoriel. De plus, la notion de groupe topologique n’est que trés rarement abordée dans
les programmes de licence. On se limitera ainsi dans le présent exposé, a I’étude des familles
sommables dans les espaces vectoriels normés réels ou complexes - de dimension quelconque et
pas forcément complets néanmoins.
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1 Définitions et propriétés de base

Les espaces vectoriels normés considérés sont tous construits sur R ou C.

I étant un ensemble quelconque, Py(I) désigne I’ensemble des parties finies de /.

Si (a;)ier est une famille d’un espace vectoriel E, pour toute partie finie J de I, on note A la
somme ) .. a; .

Définition 1 Sommabilité
Une famille (a;);e; d’un espace vectoriel normé E est sommable si et seulement si :
JA€ E /VYe>0, 3. €PiI)/VIePsl) [.CJ=||A—-A)||<c¢

On montre facilement que A est unique ; on appelle A la somme de la famille (a;);e; -

Définition 2 Critére de Cauchy
Une famille (a;);e; d’un espace vectoriel normé E vérifie le critére de Cauchy
si et seulement si :

Ve >0, 3L e PyI) /NI €PiI) LNJ=2=||A] <e

Théoréme 1 Une famille sommable d’un espace vectoriel normé vérifie le critére de Cauchy.

Preuve : Soit une famille sommable (a;);e;s :

JAe B /Ve>0,3LePsI)/VIePl) I.CJ=|[A-AJ[<5.

VJePsl) /] I.NJ=@ ona [.CIL.UJ donc |[|[A—Arull=|[A—Ar—A| <
Dou: [|[A)]| <[[A-ALll+5<5+5=¢ .
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Théoréme 2 Dans un Banach, une famille vérifiant le critére de Cauchy est sommable.

Preuve : Soit une famille (a;);c; d'un Banach E vérifiant le critere de Cauchy :
Ve>0, 3. €Psl) /YT ePi(I) I.NJ=0=||A)|]|<ce.

Onaalors: VneN* 3L, e Pr(I) /Y e Pi(l) I,NJ=0=|A)]|<L.
On pose pour tout entier n non nul : B, ={A; / J € Ps(I)et I, C J}.

On aalors : 6(B,) <2 , §(B,) désignant le diametre de B,,.
Eneffet : V(J,J) e P;(1)?*, (I,CcJetl,CJ)= (J\J)NL,=((J\J)NI,=2;
ainsi : ||A; — Ayl = [[Ans — Al < Ansll+[Amsll < 5 + 5 =2

On pose ensuite pour tout entier n non nul :

Il = Ur<p<ndy et B, ={A,; / JePiI)et I, C J}.

Ona I,C I} et B, C B, donc §(B)) <2 etenfin §(B,)=0d(B))
(B! étant 'adhérence de B!). L

On a également I/, C I/, et B/, C B, donc: B, C B .

(B! )nen+ est alors une suite décroissante de fermés non vide dont le diamétre tend vers 0.
Comme F est complet, on conclut a I'existence d’un élément A de E tel que Nyen-B/, = {A} .
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On peut alors écrire :

Ve>0,In.eNmn.=E2)+1>2), 3. € PsyI) (J.=1I, etdonc A € B, ) /

VJ e Pf(]) ,

J.CJ=[[A= Al < NJA= Al + 1145, — AS| <6(B,) +0(B)) < 2+ 2 <5+5=¢
et la famille (a;);c; est sommable.

Corollaire 1 fondamental Si (a;);cr est une famille d’un espace vectoriel normé E qui
vérifie le critére de Cauchy - une famille sommable par exemple, alors :

1. Ye>0, {iel/||la]| >e} est fini

2. {iel/ a;#0} est dénombrable.



Preuve : (a;);c; vérifie le critére de Cauchy ce qui donne facilement :
Ve>0,3l.ePil)/Viel,i¢l. = I.N{i} =@ et donc |[Apy|| =|la|| <€

ou encore en contraposant : Vi € I, ||a;|| > e =i € I. d’ou la premiére partie du résultat.
Pour la deuxiéme partie, on remarque que {i € I / a; # 0} = Upen+{i € I / [|a;|| > L} est
une réunion dénombrable d’ensembles finis.

On a alors les quelques propriétés basiques suivantes :

Propriété 1: S(I, E), ensemble des familles sommables d’un espace vectoriel normé E indexées
par un méme ensemble d’indices I, est bien évidemment un espace vectoriel et 'application
(ai)ier — D _;er @i est une forme linéaire définie sur S(7, ).

Propriété 2 : Toute sous-famille (terminologie évidente) d’une famille sommable d’un Banach
est sommable.

Propriété 3 : Dans tout espace vectoriel normé, I’ensemble des sommes sur les parties finies
d’une famille vérifiant le critére de Cauchy est borné. Cest donc le cas pour une famille som-
mable.

Preuves : La preuve de la premiére propriété est triviale.

Propriéré 2 : Elle se démontre facilement en utilisant le critéere de Cauchy.

Soit une famille sommable (a;);c; d'un Banach E ; elle vérifie le critére de Cauchy :
Ve>0, 3. ePs(l) /VIePi(I) I.NJ=0=||A)|]|<ce.

Soit L C I et la sous-famille associée (a;);cr, .On pose L. = LN 1. ; on a alors :
VJePyL) L.nJ=1I1.NnJ donc:

Ve >0, 3L. € Py(L) /YT €Ps(L) L.NJ=0=||A)|| <e.

ainsi (a;);er vérifie le critere de Cauchy et est sommable puisque F est complet.
Propriété 3 : Soit une famille (a;);c; vérifiant le critére de Cauchy :

Ve>0, 3. €Pe(I) /YT €ePr(I) I.NJ=0=||A)|]|<ce.

Onaalors: VJ € Pr(I), [[Ajl] = [[Ajr +Ancll <[Asprll +[[AnL]]
</ ZieJﬂIE ail| +¢ < ZieJﬂIE lJai|| + e < Z'LEIE |ai|| +¢ .

Remarque 1 On peut constater tout de suite qu'une famille indexée par N et donnant une
série convergente n’est pas forcément une famille sommable.

Par exemple, la famille ((_1)n+1 Jnen+ donne la série convergente ( Y, (_17):“ = In(2) ) mais
n’est pas sommable. En effet, {A; / J € P;(N)} n’est pas borné. Il suffit pour le voir, de
considérer pour tout entier n, les sommes sur les parties finies J, = {2k / k € N* et k <n} :
Aj, = =05 — —0 .

n—oo

Tout vient de ce que les sommes partielles d’une série sont des sommes sur des parties finies
particuliéres, a savoir des parties commengantes du type I, ={k € N /0<k <n}.

Théoréme 3 pour les familles de réels positifs

Une famille (a;);cr de réels positifs est sommable si et seulement si ’ensemble des sommes sur
les parties finies de I est majoré.

On a alors A = sup jep, 1) Ay -

Preuve : La propriété 3 fournit la preuve dans un sens.

Pour la réciproque, on considére une famille sommable (a;);c; de réels positifs pour la quelle
A =sup ep ) As est défini.

Ona:Ve>0,3LePil)/A-ec<AL <A



et comme les éléments de la famille sont positifs,
VIePiI), .CJ=A—-ec< A, <A;j<Adonc: 0<A—-A;<¢.

Propriété 4 : Soient (a;)icr et (b;)ie; deux familles de réels positifs indexées par le méme
ensemble [ .
Si (b;)ier est sommable et si Vi € I, a; < b; alors (a;);e; est sommable.

Preuve : triviale.

2 Familles absolument sommables

Définition 3 Absolue sommabilité
Une famille (a;);e; d’un espace vectoriel normé E est absolument sommable si et seulement si
la famille de réels positifs (||a;||)ics est sommable.

Théoréme 4 sur l’absolue sommabilité dans un Banach
Dans un Banach, une famille absolument sommable est sommable.

Preuve : Soit une famille (a;);c; absolument sommable d’'un Banach E.

La famille (||a;||)icr est sommable donc vérifie le critere de Cauchy :

Ve>0, 3. cPil) /VIePil) I.NJ=2@=> ., ]lail| <e.

Comme [|A]| =[S, < e llac] cona:

Ve>0, 3. ePrl) /VIePil) I.NJ=0=||A)]|] <c¢.

La famille (a;);c; vérifie le critere de Cauchy et comme E est complet, elle est sommable.

Théoréme 5 sur l’absolue sommabilité en dimension finie
Une famille (a;)ic; d’un espace vectoriel normé de dimension finie est sommable si et seulement
st elle est absolument sommable.

Preuve : Le théoréeme précédent donne le résultat dans un sens puisqu’un espace vectoriel
normé de dimension finie est complet.

Voyons d’abord la réciproque pour une famille sommable (a;);e; de réels (E =R) :
D’apres la propriété 3, I’ensemble des sommes sur les parties finies est borné donc :

Ik >0 /YT ePyI), —k<Ay <k

Mais alors : D, |ai| = v @i — Y ey ai <2k

avec JT={ieJ/ a>0} et J-={icJ/ a; <0}

et bien entendu (J*,J7) € Py(I)? .

Ainsi, 'ensemble des sommes sur les parties finies de I de la famille de réels positifs (|a;|)ier
est majoré ; (|a;|)ier est donc sommable d’aprées le théoréme 3.

Pour le cas général, on remarquera qu'un espace vectoriel de dimension n sur C peut étre
considéré comme un espace de dimension 2n sur R et I'on supposera donc dans la suite que
I’espace vectoriel est réel.

Soit donc un R-espace vectoriel E de dimension n ; on notera z = (2*)1<j<, ses éléments.
(a;)icr étant une famille sommable de E' de somme A , pour tout entier k compris entre 1 et n,
les familles (a¥);c; sont sommables de sommes A*.

On le voit en utilisant la norme sup , ce qui est légitime puisqu’en dimension finie, toutes les



normes sont équivalentes :

Ve>0, 3. € Py(I) /Y €Ps(I) I.CJ=||A— Aj||loc = SUP1<pen | A% — A%

= SUP1<k<n | AF — dics afl <e

donc, pour tout entier £ compris entre 1 et n :

Ve>0, 3. e Py(I) /VJ € Py(I) I.C J=|AF —ZieJaik| <e.

En utilisant cette fois la norme 1 (Vo = (2%)1<x<, € R™, ||z||s = >_,_, |2"] ), on a d’apres ce
qui précede pour le cas réel, pour tout entier k£ compris entre 1 et n, la sommabilité des familles
(|a¥|)ier puis, d’apres la propriété 1, la sommabilité de la famille (>_; [a¥|)icr = (||aill1)ier -

La famille (a;);er est donc absolument sommable.

3 Regroupements

Il s’agit en gros de parler ici de "’associativité de la sommation".

Théoréme 6 de regroupement

Soit une famille sommable (a;);e; de somme A d’un Banach E et (Iy)kex une partition de I.
On a alors :

1. Vk € K, (ai)icr, est sommable et si by =
2. (br)kex est sommable et A =5, by .

Ainsi Y . ;a; = ZkGK(ZiEIk a;)

Preuve : Le premier point est une conséquence de la propriété 2.

i€y, i s

Pour la suite, (a;);c; est sommable de somme A d'ou :
Ve>0, 3. € Pe(I) /YT €Pr(I) I.CJ=||A—-A,|| <
Alors, H. ={ke K /I.NI; # @} est fini.

En effet : k — x, € I. N I (axiome du choix) est une injection de H. dans I. car :

k #k — xp # xp puisque : xy, € Iy, xp € Iy et I, N Iy = & ((Ix)kex une partition de I ).
On conclut donc que le cardinal de H. est inférieur a celui de I, qui est fini, ainsi H. est fini.

£
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Pour achever la démonstration, on va montrer que :

VH € Py(K) H.CH=||> 1cpbr— Al <e¢

Soit donc H € Ps(K) avec H. C H .

D’abord, Vk € K , comme (a;);cz, est sommable de somme by, , on a :
E|Ik,€7H € Pf([k) /VJ, € Pf([k) Ik,e,H cJ — ku - AJ/H < m
et si Lyeng = IrengU(I-N1y), L. g est une partie finie de I et on a :
Ik,e,H C Lk,e,H donc ku — AL,W’HH < m .

Ensuite, V(k, k') € H* ,

k 75 K= Lk,e,H N Lk/,g,H = (Ik‘,g,H U (Ie N Ik)) N (Ik'/,g,H U (Ie N Ik/)) chinly,=o.
De plus, comme ([;)rex partitionne I et d’aprés la définition de H. ,

I. = Upex Iy V. = Ugep Iy N I C Upen. Lien C UkerLien -

Alors, tenant compte des deux points précédents, on a :

|| ZkeH bk - AH < || ZkeH bk - ZkeH ALk,s,HH + H ZkeH ALk,séH - A|L
< Dwer 1ok = A |l 1 2 seicnin.n @ — Al < Xoen somamn 5 =¢

ce qui est le résultat cherché.



Théoréme 7 "Pseudo-réciproques” du théoréme de regroupement

1. (a;)ies étant une famille de réels positifs, si (Ix)kex est une partition de I telle que
a. Yk € K, (ai)icr, est sommable et si by => . ; a;,
b. (bg)rex est sommable,

alors (a;)icr est sommable et Y .. a; =Y, cpcbp = ZkeK(Zielk a;) .

2.(a;)ier étant une famille d’un Banach, si (Iy)rex est une partition de I telle que
a. Vk € K, (||ail|)icr, est sommable et si B, = ;e [laill ,

b. (By)rex est sommable,

alors (a;);er est absolument sommable.

Preuve de 1. VJ € Ps(I), K;={ke€ K/ JNI; # 3} est fini.

En effet : k — xp € J N I (axiome du choix) est une injection de K; dans J car :

k #k — xp # xp puisque : xp € Iy, xp € Iy et I, NIy = & ((Ix)rex une partition de I ).
On conclut donc que le cardinal de K ; est inférieur & celui de J qui est fini, ainsi K ; est fini.
On a alors : J = UgexJ NIy = Uker,J N I

avecV(k, k) e Ky, k#K = (JNl)N(JJNIy) =2 et:

Ay = ZieukeKJJﬁlk a; = ZkeKJ ZieJmlk a; < ZkeKJ b, < ZkeK by -

Ainsi ’ensemble des sommes sur les parties finies de la famille (a;);c; de réels positifs est majoré
et la famille est sommable.

Le théoréeme 6 de regroupement donne alors lui méme 1’égalité des sommes.

i€l

Preuve de 2. On applique le cas précédent a la famille (||a;||);cr ; on peut alors conclure car
I’espace est complet.

Pour terminer cette section, remarquons avec Gustave [1] que, contrairement & ce qui se passe
pour les séries, le probléeme de "la commutativité de la sommation" ne se pose pas vraiment
puisque, dans la définition de la sommabilité d’une famille (a;);e; , I’ensemble des indices I n’est
pas ordonné.

4 Relations entre familles et séries

Définition 4 Série commutativement convergente

Une série ) _\ a, d'un espace vectoriel normé est commutativement convergente si et seule-
ment si pour toute bijection ¢ de N dans N, la série ) _\ ag@n) converge.

Toutes les séries obtenues ont alors méme somme comme on le verra dans le théoréeme suivant.

Théoréme 8 Séries commutativement convergentes / familles sommables

(an)nen €tant une suite (famille indexée par N) d’un espace vectoriel normé, les deux proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. la série Zne N @n converge commutativement,

2. la famille (a,)nen est sommable.

Alors, si ces propriétés sont vérifiées, pour toute bijection ¢ de N dans N , la série Y _\ Gp(n)
et la famille (a,)nen ont méme somme.



Preuve : Commencons par 2. = 1.

Si A est la somme de la famille (a,)nen , on a :

Ve>0, 3. ePp(N) /VJePiN) I.CcJ=||[A-A)||<e.

Ainsi, si n. est le plus grand élément de I, , on a bien :
Ve>0,3dn.eN/VneN n>n.=||[A->" jall=||A—A4,]| <e¢
onJ,={ieN/0<i<n} et [.CJ,

et la série ) | _\ a, converge vers A .

De la méme fagon, si ¢ est une bijection de N dans N , & partir d’un certain rang n, . , tous les
entiers inférieurs ou égaux a n. sont dans 'image par ¢ des entiers inférieurs ou égaux a ny. ,
d’ou :

Ve>0, dng.eN/VneN n>ny.

= [ C{ieN/0<i<n}CJs,={(i)/ieN et 0<i<n}

et ainsi :

Ve >0, Ing. e N/VneN n>ng.=|[A= " gagpll =[|[A— A, || <e

et la série ) _\ ag(n) converge vers A .

Voyons maintenant 1 = 2. ; on va plutdt montrer que la négation de 2. entraine celle de 1.
Soit donc (ay,)neny une famille non sommable.

Il y a deux cas.

Premier cas : la famille (a,),en ne vérifie pas le critére de Cauchy :

de > O/VJ € Pf(N) / HK(J) S Pf(N) / JQK(J) =J et ||AK(J)H > €.

On applique cette caractérisation aux parties (J,,)nen définies de la fagon suivante :
Jo=@ puis Vne N, J,={ieN / 0<i<max(K(J,—1))} :

Jo =@ donne K(Jy) € Py(N) avec |[Axp)ll >¢ .

Ji={ieN / 0<i<max(K(Jy))} donne K(J1) € Pr(N) avec ||[Ax)ll > ¢

et K(Jo) N K(Jl) c i ﬂK(Jl) =g .

Puis, si pour n entier strictement positif, les K (.J,)o<p<n—1 sont construits,
Jo={ieN / 0<i<max(K(J,—1))} donne K(J,) € Ps(N) avec ||[Axm)|| >¢
et VpeN, 0<p<n—-1= K(J,)NK(J,) C 1 NK(J,) CJ,NK(J,) =2 .
On a alors :

VneN, K(J,) € Pf(N) et HAK(‘]n)H > e,

V(in,m) e NxXN, n#m=— K(J,) NK(J,) =92 .

Pour tout entier n , on pose :

a, =min(K(J,)) , B, =max(K(J,)) , k,= cardinal(K(J,)) ,

L,={ieN/ a,<i<p, et i¢ K(J,)}.

On construit alors une bijection ¢ de N dans N en numérotant de leur plus petit a leur plus
grand élément et consécutivement les ensembles suivants :

{(ieN/0<i<ao—1}, K(Jo), Lo,
{ZEN/ 50+1§7;SO(1—1},K<J1),L1,

(ieN/ B, +1<i<a,—1}, K(J,), L,,

On peut représenter les ensembles servant a cette numérotation par les deux dessins suivants :



K(J,) K(J,)

AN

WA LT A L

J1
3 J2 >
KJ,)
' ] "4/‘,«>>\'\‘ ’4/‘,«)&
EZ > n1 \ /’/’ Bn1 an \ // B
n-1
€ J >

n+1

Ainsi :

VneN, Im,eN / K(J,)={¢(i)/ ieN et m, <i<m,+k,—1}

(¢(my,) = ) et donc A,y = Zizzﬂc"*l ag(i) -

On a lim,_,.om, = 00

(car Yn € N, a, > n donc lim, .. o, = 0o puis, comme ¢ est une bijection ¢ de N
dans N, lim, s ¢ () = lim, oo m,, = 00 ) et :

VreN, In. €N / m, >r+1.

Alors, si p,=m,, —1 et ¢ =m,, +k, —1,0na:

G >pr =1 et || 350, agell = Akl > €

On a donc montré :

Je>0/VreN, Ap,q) ENXN /g >p. 27 et |[30 | agwll >¢.

Ainsi, ) .\ agm) ne vérifie pas le critére de Cauchy et diverge.

On a donc trouvé une bijection ¢ de N dans N telle que ), _\ agn) diverge et donc, la série
Zne N On D€ converge pas commutativement.

Deuziéme cas : la famille (a,,)nen vérifie le critére de Cauchy :

Ve>0, 3. € Py(N) /VJePyN) JNJ. =2 = ||A;]|<5.

On va montrer que la série ) . a, ne converge pas ; a fortiori, elle ne convergera donc pas
commutativement.

Raisonnons par I'absurde et supposons que la série ) | _, a, converge vers A :
dne €N/ JJA=3 g aill = [|A = Ap.|| < 5

(avec H.={ieN/ 0<i<n.});

on impose de plus n. > max(J.) ainsi J. C H. .

Puis :

VH € Pf(N) ,

H.CcH = |[A= Aul| = [A = An.oanm) || = [[A = Ap. — Amn||



<114~ Ap|l+ | Amm]| < §+5 ==
(car (H\H)NJ. =2 ).

On a donc montré :

Ve >0, JH. € Ps(N) /VH € P¢(N) H.C H=||A—Agl|| <e¢

et la famille (a,),en est sommable contrairement a I’hypotése ce qui est la contradiction cher-
chée.

Ainsi )\ a, diverge est n’est donc pas commutativement convergente.

Théoréme 9 Familles absolument sommables / séries commutativement conver-
gentes

(an)nen €tant une suite (famille indexée par N) d’un espace vectoriel normé, les deux proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. la série ), . an converge absolument,

2. la famille (a,)nen est absolument sommable.

Les sommes de la série et de la famille sont alors égales.

Preuve : elle est maintenant immédiate :

Y nen |lan|| converge <= {ZQLO llan|| / n € N} est majoré
(classique pour des séries a termes positifs)

= {> .erllan|| / 1 € Ps(N)} est majoré (immédiat)
<= (||an||)nen est sommable (théoréme 3)

On obtient alors facilement les corollaires suivants :

Corollaire 2 Séries de réels positifs / familles sommables

(an)nen €tant une suite de réels positifs, les deuz propositions suivantes sont équivalentes :
1. la série ), . G converge,

2. la famille (a,)nen est sommable.

Les sommes de la série et de la famille sont alors égales.

Corollaire 3 Convergence absolue / convergence commutative des séries
Etant donnée une série )\ a, dans un espace vectoriel normé E,

1. si E est complet :

la série ), .y an converge absolument = la série
2. si B est de dimension finie :

la série Y, an converge commutativement <= la série ) _\ a, converge absolument.

nen an converge commutativement,

théoréme 9
Preuve : ) _, a, converge absolument = = " (a,)nen absolument sommable

théoréme 4 théoréme 8 .
—>  (@p)neny sommable " =" > . a, converge commutativement .
E complet

. . théoréme 8
Puis : Zne N Gn converge commutativement —- (an)neN sommable

théoréme 5 corollajre 2
— (an)nen absolument sommable  — Zne ~ Gn converge absolument .
dimension finie [lan|| > 0

On trouvera résumés tous ces résultats dans le schéma en avant-derniére page.



La question de I'"associativité de la sommabilité" des familles a été réglée avec les théorémes
6 et 7. Elle se pose néanmoins pour les séries (addition par "paquets"). Bien que pour ces
derniéres, elle ne soit pas directement liée & la notion de famille sommable, il semble cependant
naturel de ’aborder ici.

Théoréme 10 convergence associative des séries

Soit ), an une série convergente d’un espace vectoriel normé.

Pour toute application strictement croissante gb de N dans N nulle en 0 ,
st, pour tout entier n on pose a¢ ZWLH

alors, la série ., _\ a% converge et Zn 00n = Z;’o 0 ad
. g +1)—
Cest a dire 1 Yo% an = Y0ty Slot)

Remarque 2 C’est en ce sens qu’on peut dire que la convergence des séries dans un espace
vectoriel normé est "associative".

Preuve : Consideérons les suites des sommes partielles (S, )nen €t (S2),en définies pour tout

entier n par : S, =Y " ja,et Sy =" jaf.
On a pour tout entier n : S¢ = Se(nt1)-1

(S%)nen est donc une suite extraite de (Sn)neN d’ou le résultat.

Il est possible de mettre en évidence quelques cas importants constituant des sortes de récipro-
ques du théoréme précédent :

Théoréme 11 "Pseudo-réciproques” du théoréme de convergence associative des
séries
Dans un espace vectoriel normé F,

soit une série Y. .\ G, pour la quelle existe une application strictement croissante ¢ de N

o(n+1)—

dans N nulle en 0 telle que si, pour tout entier n on pose al = Zp $(n) ap , la série

¢
Y nen G5 converge.

ler cas. St les deux conditions sutvantes sont réalisées :
a. lim,,_,a, =0,

b.IM >0/VneN, ¢(n+1)—o(n) <M (la "longueur des paquets” est bornée)
alors Y, cn Gn converge et > o a, =y 0 al.

2éme cas. Si les deux conditions suivantes sont réalisées :

a. E =R (la série est a termes réels),

b.Vne N, Vpe N, ¢(n) <p<opn+1)—1= signe(u,) = signe(u,)
(les éléments de chaque paquet sont de méme signe),

alors Y,y Gn converge et > oo, =y oo ab..
Preuve : Par hypothése, ¢ est strictement croissante de N dans N donc :
VneN, dlp, €N/ ¢(py) <n < d(p,+1)

et aussi : (p,)nen €St une suite croissante et lim,, o, p, = 00
(en fait, p, =max(¢p({ie N/ 0<i<n})™)).

10



ler cas. Pour tout entier n, on a, avec les notations de la preuve du théoréme 10 :
si My, = supgs, |laxl| limn_>Oo My, = limn_>C>o a, =0 puis :
155, = Sill = SRl anl] < STEEEED T |
< (é(pn+1) —n—1)m, < (Cb(pn +1) = é(pn))mn < Mmy,
et donc hmn_,ooS -5,=0.
Or, par hypothese Zne ~ @9 converge c’est & dire que la suite (S%),en converge. (p,)nen étant
une suite croissante mais pas & priori strictement croissante, (Sﬁn)neN n’est pas exactement une
suite extraite de (Sy,)nen - On peut néanmoins prouver sa convergence :
Ve>03n.eN/VneN, n>n.=||S¢—8|| <e (avec S = lim, .o S? )
or lim, ., p, = o0 donc:
dm. e N/VneN, n>m. = p, >n.dou:
Ve>03Im.eN/VneN, n>m.=||S; — 5| <e.
Ainsi (S¢ Jnen converge et de plus lim,_, S = S
Comme on a montré que lim, .. S - S, on en déduit lim, .S, = S qui est le
résultat cherché.

2éme cas. Soit un entier n .
Dans le cas, par exemple de termes ap positifs pour p entre gb(pn) et ¢(pn + 1) — 1 ,ona:

Pn 1—Z¢p ap§2¢(p ap""zp b(pn) p = Sn <Z¢p ap"‘zd)p :Sz(zbn
: \Sg’n -S| < |Sg’n — pn_1| )

On trouve bien entendu la méme majoration avec des termes a, négatifs pour p entre ¢(p,) et

On montre comme dans le premier cas que lim,, Sp = Savec S =Ilim, .S ¢ .
on montrerait de fa(_;on identique que lim,, Sﬁn_l =5,
donc lim, o |S9, — ,1| =0 puis lim, o |Sg — Sp| =15 =S| =0

= hmn_m S, =S5

et enfin lim,,_ Sp

9 Quelques applications et exemples
A Séries doubles

Théoréme 12 Un théoréme de séries doubles
Soit (ap.q)(p.genxn une suite double d’un Banach.

Si les hypothéses suivantes sont réalisées :

1.Vp e N, > sollapgll converge,

2 szo Zzio |lapql| converge,

alors : ¥qg € N, Y7 ~ollapgll et D0 50D 0o llapgll  convergent,
et/donc :

VpeN, Zqzo Upg Vg €N, szo Up,q » szo Zgio Qp,q €l ZqZO Z;ozo Up,q
convergent absolument

et : Z;io Z;X;O Qpq = Z;X;O Z;io p,q -

Preuve : on applique les théoréemes 6 , 7 et 9.
Le théoréme 7 "pseudo-réciproques du théoréme de regroupement - cas 2" appliqué a la partition
de N? suivante : N? = Uyenl, avec Vg € N, I, = {(p,q) € N* / p € N} prouve l'absolue
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sommabilité de la famille (ay.q)p,q)enxn -

L’espace étant complet, le théoréme 6 de regroupement permet alors de conclure en utilisant
la partition duale de N? suivante : N? = UpenJ, avec Vp € N, J, = {(p,q) € N* / ¢ € N} et
sachant par le théoréme 9 que des familles absolument sommables indexées dans N donnent des
séries absolument convergentes.

Une preuve directe n’utilisant pas les résultats sur les familles sommables est bien entendu
possible :

Vge N, Vpe N, |lay,l| < Zgio |apq|| terme général d’une série convergente par hypoyheése,
donc :

Vg €N, > sollapell converge (3 -, ap, converge absolument).

On obtient alors I'ensemble des résultats par les majorations ci-dessous :

VQ e N o o

Ag = || Z;io Z;io (p,q — Zq:(] Z;o:o apqll = || Z;io Z;io (p,q — Z;io Zq:(] apql| 5
I’inversion correspondant & une somme de séries convergentes, puis :

AQ = || Z;io Z;iQH ap,qH < Z;io Z«C;;QH Hap,qH = Bg .

Remarquons que : | Z;io Zzio Hap,qH - Zquo Z;io Hap,qH | = Z;io Z;iQ—i—l Hap,qH = By
ce qui permettra d’obtenir in fine toutes les convergences absolues demandées.

Comme > > 7 |[ap,|| converge, on a :
Ve>0,3P.eN/ Y7 p 1220 llapgll < 5 et

P. P
Bo <> ,% Z;ZiQH apgl 1220 b1 2gmqrr Hapall < 32050 2 aeoin awal [+ 202 1 2o aso lapl|
et Bo <3702 0tou lapgll +5 -

Enfin, Vp € N, limg 0o D o211 |[apgl| = 0 (vestes de séries convergentes) donc aussi :
limg_.o0 Zfio a1 llapgl| =0 (somme finie de suites convergentes) et :

JQ- €N/ VQEN, Q> Q.= Y1 3% o llapgll <§ et Bo<5+5=¢.
On a finalement établi que :

Ve>0,3Q.eN/VQe N, Q>Q. =

| Z;io 2210 Gp,q — Z?:o Z;io apqll < Z;io 2210 ap.qll — Z(?:o Z;io apgll | <e

ce qui donne les résultats cherchés.

B Exemple de série absolument convergente et non convergente

Il faut donc se placer dans un espace vectoriel normé non complet.

On choisit ¥ = R[X], espace vectoriel des polynomes a coefficients réels muni de la norme
suivante :

VP e E,si P(X)=Y{_,axX*, ||P|| = maxocp<aar| -

Le fait de trouver une série absolument convergente et non convergente prouvera d’ailleurs que
E ainsi normé n’est pas complet.!

Considérons donc la série suivante :
>ousoUn avec: VneN, Uy(X) =437 .

an
ano Ul = ano 2% converge.

Supposons la série convergente vers un polynéme L .

Signalons en passant que la propriété est caractéristique de la complétude : un espace vectoriel normé ou la
convergence absolue des séries entraine leur convergence simple, est complet.
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Si L= ZZ:O apX* , pour tout entier n supérieur strictement a d, le coefficient du terme de
degré d+1de L—3 " (U, est 5rir

donc: YneN, n>d=||[L =37  U)ll > 5

ce qui contredit la convergence de -, U, vers L .

C Un théoréme fort sur la convergence commutative des séries réelles

Théoréme 13  Soit une série réelle Y ., ., u, semi-convergente (convergente et non absolument
convergente).

Pour tout couple d’éléments (a,b) de R = RU{—oc0, +oo}, il existe une bijection ¢ de N dans
N telle que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite des sommes partielles de la série
Y o Ue(n) S0it Uintervalle [a,b] .

Avec les abus de notation habituels, cela signifie donc que,

csta=beR, Y o Usm converge et a pour somme a Y o Upn) =G ,

Csta=b=400, Y <oUsn) diverge "vers 400" : Y0 Uy = 400,

Lsia=b=—00, Y _Usm diverge "vers —oo" ;1 S0 iy = —0o0,

. sia #b et si pour tout entier n , S, =: > r_o Uk , alors l'ensemble des valeurs d’adhérence
de la suite (Sp)nen est

la,b] si (a,b) € R? | [a,+o0] sia ER et b=+00, | —o00,b] sia=—00 etbeR,

] — 00,400 sia=—00 et b= +00 .
Preuve :
XXXXX

D Une belle application a la dénombrabilité des points de discontinuité
d’une fonction monotone

Proposition 1 L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction réelle monotone d’une
variable réelle est dénombrable.

Preuve : R est réunion dénombrable de segments et une réunion dénombrable d’ensembles
dénombrables étant dénombrable, il suffit de démontrer le résultat pour une fonction définie
sur un segment.

Soit donc une fonction réelle f définie et par exemple, croissante sur un segment [a, b] .
Considérons la famille (f(z7) — f(27))selan|

ou, pour tout z de Ja,b[, f(z") =lim,_puse f(u) et f(z7) = limypuce f(u) ;

f étant croissante, il s’agit d’une famille de réels positifs.

VJ € Ps(la,b]), siJ an éléments, posons : J = {z; /1 <i<n}

avec (Z;)1<i<n Suite croissante.

Sin=1, Ay = f(z]) = f(z1) < f(0) = f(a)

sin > 2, on peut écrire :

e, Fat) = flam) = Y0 Flaf) — F(a7) < 505 Flaier) — flain) +2(£(6) — £(a)

= —f(@1) = f(@2) + f(wn-1) + flan) +2(f(b) — f(a)) < 4(f(b) — f(a)) .

Toutes les sommes finies de la famille sont majorées donc, d’apres le théoréme 3, la famille est
sommable.

Le corollaire 1 fondamental permet alors de conclure que {z €]a,b[ / f(zt) — f(z7) # 0} est
dénombrable et donc {z € [a,b] / f non continue en z} est dénombrable.
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E Exemple de référence

. 1 . .
La famille (W)(m,n)eN*xN* est sommable si et seulement si «a > 2 .
(La comparaison est a faire avec la série 2@1 n% qui converge si et seulement si o > 1)

Preuve : on utilise la partition suivante de N* x N* :

N* X N* = Upen p>25, ou Vp € N\{O 1},5, ={((m,n) € N* x N* / m 4+ n = p}
Vp e N\{0,1}, As, =3, ey m = Cardlnal(S ) X z% =l o pa]ll

et Zp>1 F converge si et seulement si o > 2 .

On conclut
. pour la convergence, avec le théoréme 7 - pseudo réciproque cas 1,
. pour la divergence, avec la contraposée du théoreme 6.

F Un dernier exemple

Etude de la famille (—— )(n pena ot A = {(n,n) € N*} .

La partition N\ A = UkeZ*Dk ol ‘v’k‘ €Z*, Dp={(n,p) eN*/n—p=Fk}
donne pour k =1: Ap, = Zp>0 W = 2p>0 2p1+1 qui est une série divergente.
La contraposée du théoréme 6 entraine donc la non sommabilité de la famille.

Les sommes suivantes sont néanmoins calculables :

Zn OZp 0n2 p2 eth OZn Onz—p

et sont bien entendue opposées pulsque "formellement" ona:

D o szo nz_p =2 20200 r2_52 - szo D oo 7 P _n2 - Z;io > o 77,2—£pz
Calculons cette somme (ces sommes) :

‘v’nNEN*,‘v’NGN, NN>2n —

Zp:(],p;én 712;—;)2 = % p=0,p#n %p n+p - {Zp 0 n—p ZP n+1 n—p ZP 0 m o %
:1{2212 kaln;i‘FZHNl__

= { Zk =n+1 % g +Zk n+1 k Zijg n+1 k zl} {2n +Z"+ﬁ n+1 k

- 4n2 + RN
avec :

1 N 1 2n . _
RN < 502 eNontt Nongd < Wongr €0 iMyoo Ry = 0.

. . 00 1 o L
Ainsi Zp—o ptn T = T -

1 _ Ny 17
Sin=0 Zp 0,p#0 02—p2 — Zp:lpz -6
Alors :

o] o] 1 o o] 1 o] o] 1
Zn:022p:0 n2—p2 = Zp:é),p;é 0 02—p2 7 + gnzl Zp:O,p;ﬁn n2—p?
— _ @ o 1 _ _x 1x®2 _ =2

st e =% ti% =%
Donc :

2 2
fotoonzl :_% thtoonzlzZ%

ce qui prouve une fois de plus que la famille (—

p 5 )(np)en2\a D'est pas sommable.



dimension finie
2% > 24
neN D espace complet neN
converge commutativement converge absolument

espace
comp,

2%
nel
converge
(simplement)

(an )rz eN
sommable
A

> a
espace dimensio
complet| | finie

(an )ne N
absolument sommable

Résumé des correspondances séries / familles sommables
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